Lycée militaire de Saint-Cyr DS n°1 de mathématiques Term - Spé
Théme : Suites 26/09/22

Exercice 1
Les questions suivantes sont indépendantes.
1. Déterminer les limites suivantes :

a) lim 2n? — 5n + /2.

n-+oo

. 6n?-1
b) lim .
n—+oo 2—3n2

n

c) lim (Z) —3+\/§
n—+oo \3 n

2. Soit la suite (u,,) définie pour tout entier naturel non nul n paru,, =

cos(2n)
an
En encadrant u, au préalable, déterminer lim wu,.
n—-+oco
3. Dire si la proposition suivante est vraie ou fausse sans justifier :

« On considére deux sites (u,,) et (v,). S (uy,) et (v,) convergent, alors la stite (?) converge »

Exercice 2

Soit la suite (u,) definie sur N par u, = 2 et pour tout entier naturel n,u,,,; = 3 — un4+1'
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier natureln, 1 < u,, <2

2. Vérifier que pour tout entier natureln:u, 4 —u, = — %

3. En déduire le sens de variation de la suite (u,). i

4. Démontrer que la suite (u,) converge. En notant, [ = nl—i>r-|poo u,, déterminer [.

5. Bonus On pose S;,, = ug + uq + *-- + u,,. Démontrer que (S,,) diverge vers +oo.
Exercice 3

Soit la suite (u,,) definie sur N par u, = 0 et pour tout entier naturel n, u,,; = 25::21.

On suppose admis I’encadrement suivant : Vvn € N,0 < u, < 1.
1. Démontrer que la suite (u,,) est croissante.
2. En déduire que la suite (u,) converge (sans calculer cette limite !)

-1 . . . .1
3. Onposev, = % pour n € N. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison > On

précisera son 1°" terme.

3

_

4. Exprimer v, en fonction de n. Puis en déduire que : Vn € N,u, =

(SRR

).

[y
+
—~
wir
SN—
3

5. Déterminer lim u,.
n—-+oo
Exercice 4
Un biologiste s'intéresse a I'évolution de la population d’une espéce animale sur une ile du Pacifigue.
Au début de lI'année 2020, cette population comptait 600 individus. On considére que 'espéce sera
menacée d'extinction sur cetle fle si sa population devient inférieure ou égale a 20 individus.
Le biologiste modélise le nombre d'individus par la suite (u,) définie par :
Hp = 0,6
7 0,750, (1 —0,151,)

ol pour tout entier naturel n, u, désigne le nombre d'individus, en milliers, au début de l'année
2020 + n.
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1. Estimer, selon ce modéle, le nombre d'individus présents sur I'ile au débul de I'année 2021 puis
au débul de 'année 2022,

Soit [ la fonction définie sur Uintervalle [0; 1] par

Jilx) =0,75x(1-0,15x).
2. Montrer que la fonction [ est croissante sur intervalle [0; 1] et dresser son tableau de varia-
tions.
3. Résoudre dans l'intervalle [0; 1] I'équation f(x) = x.
On remarquera pour la suite de 'exercice que, pour tout entier naturel n, gy = (1)
4. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel i, 0< wpy) < g = L
b. En déduire que la suite (1,) est convergente,
c. Déterminer la limite £ de la suite (1yg).
5. Le biologisie a l'intuition que l'espéce sera 161 ou tard menacée d'extinclion.
a. Justifier que, selon ce modéle, le biologiste a raison.

b. Le biologiste a programmeé en langage Python la fonction menace() ci-dessous :

def menace()
u=106
n=0
while u = 0,02
u = 0,75*u*(1-0,15*u)
n=n+l
return n

Donner la valeur numérique renvoyée lorsqu'on appelle la fonction menace().
Interpréter ce résultat dans le contexte de Uexercice.

/ BONUS ! La suite de Héron"
Soit a un réel strictement positif.

On définit la suite (u,) parug > 0 et u,yq = %(un + ui)

n
1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, u, = Va.
2. Démontrer que (u,) est décroissante.
3. En déduire que la suite converge et déterminer sa limite.

\_

Bareme probable Ex1l: Ex2: Ex3: Ex4: Bonus:3.5

10n sait peu de choses sur la vie de Héron d’Alexandrie. Sans doute égyptien, il est pénétré de culture grecque et

babylonienne, et son savoir est encyclopédique. Il écrit de nombreux traités ; quatorze nous sont parvenus, dont Pneumatica,
Caloptrica et Geometrica. Les travaux mathématiques de Héron concernent avant tout la géométrie et ses applications

pratiques (recherche de volumes des thédtres ou des thermes).
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Corrigédu DS 1

Exercice 1
1. a) lim 2n? —5n++v2 =+
n—-+oo
2 1
. 6n?-1 . ni6—sp 6
b) lim —— = lim #z—z—l
n—+o 2—3n n-+oo nz(—2—3) -3
n
. 2\ 1
c) lim (—) ——4+3=43.
n-+oo \3 n
. 1 cos(2n) 1 L
2. On a pour tout n entier naturel non nul, “an < T S Par le théoreme des gendarmes,
. cos(2n . 1 . 1
ona: lim _ cos@m) _ lim ——= lim —=0.
n—+oo 4an n—-+o 4an n—-+oo 4n

3. Proposition fausse.

Exercice 2

1. Soit P(n) la propriété : « 1 < u, < 2 » pour n entier naturel.

- Initialisation : Onauy = 2 et 1 < 2 < 2 donc P(0) est vraie.

- Hérédité : On suppose pour un entier naturel n que P(n) est vraie. Montrons que P(n+1) est vraie.
Ona:

1<u,<2
2<u,+1<3
1 1 1
37 u, +1 2
—4 4
-2< <-3
u, +1 3
1<3 4 <3 4<5
- U, +1° 373
1<u,y <2
P(n + 1) est donc vraie.
- Conclusion:¥n €N,1 <u, <2.
_ 4 _ 3un+3 4 udtu,  —ud+2up—-1 _ uZ—2u,+1l  (up—1)?
2. un+1_un_3_u+1_ T Ul Untl uptl Uptl Uptl  Uptl
n n n n n n n
_1)\2
3. Commeunz1,onaun+1>0et(un—1)22050itun+1—un=—%SO.Lasuite
n

(uy,) est décroissante.
4. Llasuite (u,) est décroissante et minorée par 1 donc par le théoreme de cv monotone, (u,)

converge. Soit [ = lim u,.Onaaussil = lim u,,; et donc par la définition de la suite (u,),
4 n—+oo n—-+oo

ona:l=3—l+—14:>l2+l=3l+3—4(:>l2—21+1=O<=>(l—1)2=0<=>l=1.
On conclut que la limite de la suite (u,;,) est 1.

5. Comme pour tout entier naturel n u,, = 1, on a en particulieruyg = 1,u; = 1,u, = 1....et donc
Sn=up+uy +u, +-+u,=21+1+1+--+1=n+1.Puisque lim n+ 1= +o0,0nen

n—+oo
déduit par le théoréme de comparaison que lim S, = +oo.
n—-+oo

Exercice 3
2up+1 2up+1-ui—2u 1-u? 1-uy)(1+u
1. Upypq — Uy = n —u, = n n n _ n=( n)( n)
Un+2 Un+2 Un+2 Un+2
Oru, <1soitl—u,=0etl+u, >0etu,+ 2> 0puisqueu, =0.Doncu, s — U, =
(1-un) (A +uy)
Up+2
2. Comme la suite (u,) est croissante et majorée par par 1 par le théoréme de cv monotone, la
suite (u,,) converge.

3. Ona:

= 0 et la suite (uy,) est bien croissante.
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Upeq — 1 2up, +1
Unt1  Upyr+1  Upp1—1 Uy +1  u, +2 u, +1
v, Up—1  up g +1 u,—1 2un+1+1 u, — 1
u, +1 U, + 2
C2upt+l-up -2 u,+1  u,-—1 u,+1 1

= X = X =
2up +1+u,+2 u,-1 3w,+1) u,—-1 3

1

On conclut que la suite (u,) est géométrique de raison 1/3 et de 1*" terme vy = —1.
S L 1\
4. Par ce qui précede, on en déduit que v,, = — (5) .
_up—1 _ _ _ _ _ _ —vp—1 14w,
De plus, v, = i1 & UneUn +try=y,—leuy,(v,-)=-rv,-1Su,= T o

+(3)

n
6. Puisque 0 < 1 <1,ona lim — (l) = 0 et on conclut que lim u, = 1.
3 n-+oo 3 n-+oo

Soit encore u,, =

Exercice 4

1. = 2021 correspond a n =1, donc wu; = 0,75ug > (1 —0,150) =0, 75 x 0,6« (1 —0, 15 =
0,6) =0,45 % (1 —0,09) = 0,45 % 0,91 = 0,4095 soit environ 410 individus.
= 2022 correspond & n =2, donc us =0, 750 = (1 —0,154) =0, 75 =x0,4095 = (1—0, 15 x
0,4095) = 0,307 125 (1—0,061 425) = 0,307 125=0,938575) = 0,228 2 soit environ 228 in-
dividus.

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; 1] par

Fflx) =0,75x(1 —0, 15x).

2. J estune lonction polyndme dérivable sur B, donc sur [0; 1] et sur cet intervalle :
f'(x)=0,75(1 -0,15x) —0,75x x 0,15 = 0,75 —0,1125x —0,1125x = 0,75 — 0, 225x.
Oro<x=1=0=<0,225x =< 0,225 = —0,225 = —0,225x =< 0=
0,75 —0,225 < 0,75 — 0, 226x < 0,75 ou enfin 0,525 < f'(x) < 0,75.

Sur [0; 1], f7(x) = 0, donc fest strictemnent croissante de ((0) =04 (1) =0,75 = 0,85 =
0,6375.
3. Sur [0; 1], f(x) =x — 0,75x(1 —0,15x) = x — 0,75x(1 —0,16x) —x =0 —

x|0,75(1—0,15x)—1] =0 — x(0,75—0,1125x—1) =0 — x(—0,25—0,1125x) =0 —

x = Do x = 0ou x = 0Oou
< = 025
—0,25—-0,1125x =0 —0,25 = 0,1125x —GieE = X
Or —-225 ~ 0 donc dans [0z 1], S={0}.

0,115
On remarguera pour la suite de Uexercice que, pour loul entier naturel i, w#p0 = f(14:).
4. a. Initialisation:onavaque 0 = 0,4095 = 0,6 < 1, s0it 0 < ) = ug = 1 : la relation

esl vraie au rang 03
Heérédité : Supposons que pour i € M, on ait :
0= My = Uy = 1; la fonction f étant strictement croissante sur [0; 1], on a
donec: f0) < flupa) < Flua) < F(1),
soit puisque f(0) =0et f(11=0,75>(1—-0,15) =0,6375=<1:
0= U2 < Uy = 12 la relation est donc vraie au rang a1 + 1.
Conclusion : la relation esl vraie au rang 0 el si elle esl vraic au rang n naturcl
quelcongue, elle est vraie au rang n + 1 : d'apreés le principe de récurrence :
Pour tout entier naturel n, 0= ) = My = 1.

b. La suite (u,) est d’aprés la guestion précédente décroissante et minorée par 0;
elle est donc est convergente.

c. Le résullal précédent montre gue la suile (u,) converge vers un nombre £ = 0
el ce nombre £ vérifie I'équation f((x) = x, dont on a vua a la question 3. gu’elle
n'avait que 0 comme solution.

Conclusion : r']i_rlnm MUp=¥F=0.
5. a. ['émde précédente a montré gue le nombre d'individus décroit, donc le biolo-
giste a raison puisque la limite de la suite du nombre d'individus est égale & zéro.

b. Lalgorithme calcule les termes de la suile tant gque ccux-ci sonl supéricurs a 0,02
Ils'arréteam=11 car ;g =0,019

Ilespéce sera donc menacée d'extinction en 2031.
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