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Nombreux sont les phénomènes physiques, démographiques ou économiques qui sont modélisables par la prise en 

compte de leurs variations. Les relations explicites entre un phénomène et ses variations instantanées se traduisent 

mathématiquement par des équations différentielles. Schématiquement, une équation différentielle est une 

équation qui contient une fonction inconnue et certaines de ses dérivées. Enfin, historiquement, un des premiers 

exemples d’équation différentielle fut posé à Descartes lors de la quadrature de l’hyperbole. Ne disposant pas des 

outils du calcul différentiel à l’époque, il ne put se tourner que vers des solutions géométrico-algébriques. 

 

I Equations différentielles  

 

 

 

Remarques  
1) L’ordre d’une équation différentielle est l’ordre de la plus haute dérivée présente dans l’équation. Cette année 
seront étudiées les ED d’ordre 1 uniquement. 

2) On peut être amené à utiliser ces notations provenant de la physique : 𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, 𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
. 

3) Attention !! 𝑥 est la variable et 𝑦 est une fonction (Statut des lettres !) 
 
Exemples 
1) Voici quelques exemples d’équations différentielles : 𝑦′ + 2𝑦 = 0 ; 𝑦′(𝑥) = 𝑦2(𝑥) + 𝑥 − 2 ; 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ √2𝑦(𝑥) = 𝑥2 ; (1 + 𝑡)𝑦′′ − 𝑦 = 𝑒𝑡. 

2) 𝑦′ = 2𝑥 (on cherche une fonction dont la dérivée est 2𝑥) soit 𝑦 = 𝑥2 ou 𝑦 = 𝑥2 + 1, il y en a une infinité ! 
3) La fonction 𝑓: 𝑡 ⟼ 𝑒−2𝑡 est solution de l’équation différentielle suivante : 𝑦′ + 2𝑦 = 0. En effet : 𝑓′(𝑡) + 2𝑓(𝑡) =
−2𝑒−2𝑡 + 2𝑒−2𝑡 = 0. 
 
Exercice 1  

1. Montrer que la fonction 𝑔: 𝑥 ⟼
2

3
𝑒𝑥 + 𝑒−2𝑥 est solution de l’équation différentielle 𝑦′ + 2𝑦 = 2𝑒𝑥. 

2. Montrer que la fonction ℎ: 𝑡 ⟼
1+𝑐𝑒𝑡

1−𝑐𝑒𝑡 (𝑐 un réel tel que 1 − 𝑐𝑒𝑡 ≠ 0) est solution de l’équation différentielle 

𝑦′ =
1

2
(𝑦2 − 1). 

 

 

II Primitives 

2.1 Primitive d’une fonction  

 

 

 

Remarque 
Au sens de la dérivation, on a : F se dérive en f se dérive en f’.  
 

Définition Une équation différentielle d’ordre n est une égalité liant la variable, une fonction inconnue y, définie 

sur un intervalle 𝐼 ⊂ ℝ et ses dérivées successives 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛) et éventuellement d’autres fonctions 
(constantes, 𝑓, …). On appelle solution d’une équation différentielle toute fonction dérivable vérifiant l’égalité. 
Résoudre une équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions solutions vérifiant l’égalité. 

 

 

 

 

       Equations différentielles et primitives                 Term  

                 

Définition Soit un intervalle 𝐼 ⊂ ℝ. On appelle primitive d’une fonction f continue sur I toute fonction dérivable 
notée F solution de l’équation différentielle 𝑦′ = 𝑓. 
Ainsi, une fonction 𝑭 est une primitive d’une fonction 𝒇 sur 𝑰 lorsque pour tout 𝒙 ∈ 𝑰, 𝑭′(𝒙) = 𝒇(𝒙). 
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Exemples 

1) La fonction 𝑔: 𝑥 ⟼ 3𝑥2 + ln 𝑥 est solution de l’équation différentielle 𝑦′ = 6𝑥 +
1

𝑥
.  

En effet, 𝑔′(𝑥) = 6𝑥 +
1

𝑥
.  

2) 𝐹(𝑥) =
𝑥2

2
 est une primitive de 𝑓(𝑥) = 𝑥 car 𝐹′(𝑥) = 𝑥. 𝐺(𝑥) =

𝑥4

4
−

1

𝑥
+ 2 est une primitive de 𝑔(𝑥) = 𝑥3 +

1

𝑥2 

car 𝐺′(𝑥) = 𝑥3 +
1

𝑥2. 

 

 

Démonstration qui sera vue ultérieurement 

Remarque 
Bien que l'existence étant assurée, la forme explicite d'une primitive n'est pas toujours connue. Par exemple, la 

fonction 𝑥 ⟼ 𝑒−𝑥2
 ne possède pas de primitives sous forme explicite 

 

 

 
 
Démonstration exemplaire 
Soit 𝐹 et 𝐺 deux primitives de la fonction 𝑓 sur I. Alors : 𝐹’(𝑥)  =  𝑓(𝑥) et 𝐺’(𝑥)  =  𝑓(𝑥). Donc : 𝐹’(𝑥)  =  𝐺’(𝑥), soit 
𝐹’(𝑥) –  𝐺’(𝑥)  =  0,  soit encore (𝐹 –  𝐺)’(𝑥)  =  0. 
La fonction 𝐹 –  𝐺 possède une dérivée nulle sur I, elle est donc constante sur I. 
On nomme 𝐶 cette constante. Ainsi : 𝐹(𝑥) –  𝐺(𝑥)  =  𝐶 pour tout 𝑥 de I.  
On en déduit que les deux primitives de 𝑓 diffèrent d’une constante.  
Réciproquement, soit 𝐹 une primitive de 𝑓. On pose  𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) +  𝐶. Alors, 𝐺′(𝑥) = 𝐹′(𝑥) +  0 = 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 
Donc 𝐺 est une primitive de 𝑓 
 
Exemple 

Les primitives de la fonction 𝑥 ⟼ 𝑥2 sont les fonctions de la forme 𝑥 ⟼
1

3
𝑥3 + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ. 

 

 

 

Démonstration 

 
 

Exemple  

 

 

 

 

 

 

 

 Théorème Toute fonction continue sur un intervalle 𝐼 admet des primitives sur 𝐼. 

 

 

 

 Théorème Deux primitives d’une même fonction continue sur un intervalle diffèrent d’une constante. 

Autrement dit, si 𝐹 est une primitive d’une fonction 𝑓 continue sur un intervalle 𝐼 alors toute primitive de 𝑓 sur 𝐼 

est de la forme 𝑥: ⟼ 𝐹(𝑥) + 𝐶 où 𝐶 est un réel quelconque. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Propriété Soit une fonction 𝑓 continue sur un intervalle 𝐼. 
Pour 𝑥0 ∈ 𝐼 et 𝑦0 ∈ ℝ, il existe une unique primitive 𝐺 de 𝑓 sur 𝐼 telle que 𝐺(𝑥0) = 𝑦0. 
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2.2 Primitives des fonction usuelles  (Lecture inverse des formules de dérivées) 

𝑓 est une fonction définie sur un intervalle 𝐼 et 𝐹 est une primitive de 𝑓 sur 𝐼. 

Fonction 𝒇 Fonction 𝑭 Intervalle 𝑰 

𝒌, 𝒌 ∈ ℝ 𝑘𝑥 ℝ 
𝒙 𝑥2

2
 

ℝ 

𝒙𝒏, 𝒏 ∈ ℤ − {−𝟏 ; 𝟎} 1

𝑛 + 1
𝑥𝑛+1 

ℝ si 𝑛 ≥ 1 
ℝ∗ si 𝑛 ≤ −2 

𝟏

𝒙
 

ln(|𝑥|) ℝ∗ 

𝟏

𝒙𝟐
 −

1

𝑥
 

ℝ∗ 

𝟏

√𝒙
 

2√𝑥 ℝ+
∗  

𝒆𝒙 𝑒𝑥 ℝ 
𝐜𝐨𝐬 𝒙 sin 𝑥 ℝ 
𝐬𝐢𝐧 𝒙 − cos 𝑥 ℝ 

Tableau des primitives des fonctions usuelles (à connaître par cœur !) 

  

2.3 Linéarité des primitives 

  

 

 
Démonstrations   
(𝐹 + 𝐺)′ = 𝐹′ + 𝐺′ = 𝑓 + 𝑔 et (𝑘𝐹)′ = 𝑘𝐹′ = 𝑘𝑓. 
 
Exemples 

1) Une primitive de 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 𝑥 est 𝐹(𝑥) =
2

3
𝑥3 −

𝑥2

2
. 

2) Les primitives de 𝑔(𝑥) =
1

𝑥2 + 2 sin 𝑥 sont de la forme 𝐺(𝑥) = −
1

𝑥
− 2 cos 𝑥 + 𝐶, 𝐶 un réel. 

 

2.4 Primitives de fonctions composées 

Soit 𝑢 une fonction dérivable sur un intervalle 𝐼. 

Fonction 𝒇 Primitive de 𝒇 sur 𝑰 à une 
constante près 

Condition 

𝒖′𝒖𝒏, 𝒏 ∈ ℤ − {−𝟏 ; 𝟎} 1

𝑛 + 1
𝑢𝑛+1 

𝑢(𝑥) ≠ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼 si 𝑛 ≤ −2 

𝒖′

𝒖
 

ln 𝑢 ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑢(𝑥) > 0  

𝒖′

𝒖𝟐
 −

1

𝑢
 

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑢(𝑥) ≠ 0 

𝒖′

√𝒖
 

2√𝑢 ∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑢(𝑥) > 0 

𝒖′𝒆𝒖 𝑒𝑢  

𝒖′ 𝐜𝐨𝐬 𝒖 sin 𝑢  

𝒖′ 𝐬𝐢𝐧 𝒖 − cos 𝑢  

Tableau des primitives des fonctions composées (à connaître par cœur !) 

Propriétés Soit 𝑓 et 𝑔 sont deux fonctions continues sur un intervalle I. 

Si 𝐹 est une primitive de 𝑓 et 𝐺 est une primitive de 𝑔 sur I alors : 

(i) 𝐹 + 𝐺 est une primitive de 𝑓 + 𝑔   (ii) 𝑘𝐹 est une primitive de 𝑘𝑓 avec 𝑘 réel. 
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Exemples 
1) Sur 𝐼 = ℝ,  𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 5)(𝑥2 − 5𝑥 + 4)2  est de la forme 𝑢′𝑢𝑛 avec 𝑢(𝑥) = 𝑥2 − 5𝑥 + 4 → 𝑢′(𝑥) = 2𝑥 − 5. 

Une primitive de 𝑢′𝑢𝑛 est de la forme 
1

𝑛+1
𝑢𝑛+1. 

Soit 𝐹(𝑥) =
1

3
(𝑥2 − 5𝑥 + 4)3. 

2) Sur 𝐼 = ℝ+
∗ , 𝑓(𝑥) =

1

𝑥 ln 𝑥
=

1

𝑥

ln 𝑥
 est de la forme 

𝑢′

𝑢
 avec 𝑢(𝑥) = ln 𝑥 → 𝑢′(𝑥) =

1

𝑥
. Une primitive de 

𝑢′

𝑢
 est de la 

forme ln|𝑢|. Soit 𝐹(𝑥) = ln|ln 𝑥|. 

3) Sur 𝐼 = ℝ, 𝑓(𝑥) = 
𝑥

√𝑥2+1
=

1

2
 

2𝑥

√𝑥2+1
 est de la forme 

𝑢′

√𝑢
  avec 𝑢(𝑥) = 𝑥2 + 1 → 𝑢′(𝑥) = 2𝑥. Une primitive de 

𝑢′

√𝑢
  est 

de la forme 2√𝑢. Soit 𝐹(𝑥) =
1

2
× 2√𝑥2 + 1 = √𝑥2 + 1. 

4) Sur 𝐼 = ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥2𝑒𝑥3
=

1

3
3𝑥2𝑒𝑥3

 est de la forme 𝑢′𝑒𝑢 avec 𝑢(𝑥) = 𝑥3 → 𝑢′(𝑥) = 3𝑥2. Une primitive de 𝑢′𝑒𝑢 

est de la forme 𝑒𝑢. Soit 𝐹(𝑥) =
1

3
𝑒𝑥3

. 

 
Exercice 2 

 

 

Application en physique : Le mouvement rectiligne 

La notion de primitive est particulièrement utile pour analyser le mouvement d’un objet qui se déplace en ligne 

droite. Si la position de l’objet est donnée par la fonction 𝑠: 𝑡 ⟼ 𝑠(𝑡), sa vitesse est la fonction dérivée 𝑣(𝑡) = 𝑠′(𝑡). 

D’où, la fonction position est une primitive de la fonction vitesse. De même, comme la fonction accélération est 

𝑎(𝑡) = 𝑣′(𝑡), la fonction vitesse est une primitive de la fonction accélération. A condition de connaître les valeurs 

initiales 𝑠(0) et 𝑣(0), la fonction 𝑠 se déduit de l’accélération en prenant deux fois de suite une primitive. 

Exemple  
Un mobile se déplace en ligne droite et son accélération obéit à la formule 𝑎(𝑡) = 6𝑡 + 4. Sa vitesse initiale est de 
𝑣(0) = 2 𝑐𝑚/𝑠 et 𝑠(0) = 3 𝑐𝑚. Donnons l’expression de sa fonction position.  

Puisque 𝑣 est une primitive de s, on a 𝑣(𝑡) = 6
𝑡2

2
+ 4𝑡 + 𝐶 = 3𝑡2 + 4𝑡, 𝐶 ∈ ℝ. Or 𝑣(0) = 2 soit 𝐶 = 2. 

Donc 𝑣(𝑡) = 3𝑡2 + 4𝑡 + 2. 

De même, on a 𝑠(𝑡) = 3
𝑡3

3
+ 4

𝑡2

2
+ 2𝑡 + 𝐶 = 𝑡3 + 2𝑡2 + 2𝑡 + 𝐶. Or 𝑠(0) = 0 soit 𝐶 = 3.  

Donc la fonction position est entièrement déterminée par la formule 𝑠(𝑡) = 𝑡3 + 2𝑡2 + 2𝑡 + 3. 
 

 

 

 

 

 

https://maths-stcyr.jimdo.com/


5 
https://maths-stcyr.jimdo.com/    ED et primitives  

Corrigé de l’exercice 2 
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