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Lycée militaire de Saint-Cyr                      Exercices sur les matrices        Term - ME                                                                          

 
Exercice 1 Des questions indépendantes 

1. Soit 𝐴 = (
1 𝑎
𝑏 −1

) , 𝐵 = ( 𝑎2 0
−𝑏2 2𝑏

) et 𝐼2 = (
1 0
0 1

). 

Déterminer les réels 𝑎 et 𝑏 tels que 𝐴 + 𝐵 = 𝐼2. 

2. Soit 𝐴 = (
2 3 0

−0,5 −4 6
−9 0 0,5

) et 𝐵 = (

−1 −2 0
1

3
3 −4

6 0 0

). 

Déterminer les réels 𝑎 et 𝑏 tels que 𝑎𝐴 + 𝑏𝐵 = 𝐼3. 

3. Soit 𝑀 = (
5 4

−2 0
) et 𝑁 = (

−3 0
2 −4

). 

a. Déterminer les produits MN et NM, que remarque-t-on ? 
b. Déterminer le produit (𝑀 − 2𝑁)(𝑀 + 2𝑁). 

4. Soit 𝑀 = (
0 1 0

−4 −2 8
−1 0 2

) et 𝐴 = (
−5 −4 16
0 3 0

−4 −2 11
). 

a. Déterminer (sans calculatrice) 𝑀2 et 𝑀3. 
b. Démontrer qu’il existe des réels a et b tels que : 

𝐴 = 𝑎𝑀2 + 𝑏𝐼3. 
c. En déduire que 𝑀𝐴 = 3𝑀. 
 

Exercice 2 

Soit 𝑀 = (
3 3 0
0 3 0
0 0 3

) et 𝑃 = (
𝑎 𝑎 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

) où 𝑎 est un nombre réel. 

1. a. Calculer 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 et 𝑀5. 
    b. Conjecturer une expression de 𝑀𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ∗ puis démontrer cette conjecture. 
2. Donner l’expression générale de 𝑃𝑛 pour 𝑛 ∈ ℕ∗. 
 
Exercice 3 
Les deux questions suivantes sont indépendantes. 

1. Soit 𝐴 = (
5 4

−3 −2
) et 𝐵 = (

−1 −2
3 3

). 

   a. Montrer que 𝐴2 = 3𝐴 − 2𝐼2. 
   b. Démontrer pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 = (2𝑛 − 1)𝐴 + (2 − 2𝑛)𝐼2. 

2. Soit 𝐶 = (
3 1 1
1 3 1
1 1 3

) et 𝐷 = 𝐶 − 2𝐼3. 

   a. Calculer 𝐷2. 

   b. Démontrer que, pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝐶𝑛 = 2𝑛𝐼3 +
5𝑛−2𝑛

3
𝐷. 

 
Exercice 4 
Les deux questions suivantes sont indépendantes. 

1. Soit 𝐴 = (
1 −3 6
6 −8 12
3 −3 4

). 

Calculer 𝐴2 + 𝐴 puis en déduire que 𝐴 est inversible et déterminer 𝐴−1. 

2. Soit 𝑄 = (
2 1 1
1 2 1
1 1 2

) et 𝑃 = (
1 1 1
1 1 1
1 1 1

). 

    a. Exprimer 𝑃2, 𝑄𝑃 et 𝑃𝑄 en fonction de 𝑃. Constater que 𝑄 = 𝑃 + 𝐼3. 

    b. Calculer (4𝐼3 − 𝑃)𝑄. En déduire que 𝑄 est inversible et déterminer 𝑄−1. 
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Exercice 5 

On considère la matrice 𝐴 = (
−4 6
−3 5

). 

1. Vérifier que 𝐴2 = 𝐴 + 2𝐼2. 
2. En déduire une expression de 𝐴3 et une expression de 𝐴4 sous la forme 𝛼𝐴 + 𝛽𝐼2 où 𝛼 et 𝛽 sont 

des réels. 
3. On considère deux suites (𝑟𝑛) et (𝑠𝑛) définies par 𝑟0 = 0, 𝑠0 = 1 et pour tout entier naturel 

𝑛, {
𝑟𝑛+1 = 𝑟𝑛 + 𝑠𝑛

𝑠𝑛+1 = 2𝑟𝑛
. 

Démontrer que, pour tout entier naturel n :  
𝐴𝑛 = 𝑟𝑛𝐴 + 𝑠𝑛𝐼2 

4. Démontrer que la suite (𝑘𝑛) définie, pour tout entier naturel n, par 𝑘𝑛 = 𝑟𝑛 − 𝑠𝑛 est 
géométrique. En déduire une expression en fonction de n de 𝑘𝑛. 

5. Soit la suite (𝑡𝑛) définie pour tout entier naturel n par : 𝑡𝑛 = 𝑟𝑛 +
(−1)𝑛

3
. On admet ici que la 

suite (𝒕𝒏) est géométrique de raison 2. En déduire une expression en fonction de n de 𝑡𝑛. 
6. Déduire des questions précédentes une expression en fonction de n de 𝑟𝑛 et 𝑠𝑛. 
7. Déterminer pour tout entier naturel n, une expression de la matrice 𝐴𝑛 en fonction de n. 
 
Exercice 6 

On considère la matrice 𝐴 = (
1 1 0
0 1 1
0 0 1

). 

1. Calculer 𝐴2 et 𝐴3. 

2. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛 tel que 𝐴𝑛 = (
1 𝑎𝑛 𝑏𝑛

0 1 𝑎𝑛

0 0 1

), 

expliciter les relations de récurrence vérifiées par les suites (𝑎𝑛)𝑛≥1 et (𝑏𝑛)𝑛≥1. 
3. En déduire pour tout entier naturel non nul n, une expression de la matrice 𝐴𝑛 en fonction de n. 
 
Exercice 7 
On considère la suite (𝑢𝑛) définie par : 
𝑢0 = 0, 𝑢1 = 1 et pour tout entier naturel 𝑛 par 𝑢𝑛+2 = 5𝑢𝑛+1 − 4𝑢𝑛. 

1. On pose 𝑈𝑛 = (
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
). Déterminer la matrice 𝐴 telle que, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛.  

Puis exprimer 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛. 

2. On pose 𝑃 = (
1 4
1 1

). 

    a. Justifier que 𝑃 est inversible et donner 𝑃−1. 

    b. Vérifier que 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷 où 𝐷 = (
1 0
0 4

). 

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel 𝑛, 𝐴𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1. 
4. a. En déduire l’expression de 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛. 
    b. Déterminer lim

𝑛→+∞
𝑈𝑛. 

 
Exercice 8 
On considère deux suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) définies par 𝑢0 = 1, 𝑣0 = 2 et pour tout entier naturel 

𝑛, {
𝑢𝑛+1 = 6𝑢𝑛 − 𝑣𝑛

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛
. 

1. On pose 𝑊𝑛 = (
𝑢𝑛

𝑣𝑛
). Déterminer la matrice 𝐴 telle que 𝑊𝑛+1 = 𝐴𝑊𝑛. Puis exprimer 𝑊𝑛 en 

fonction de 𝑛. 
2. a. Déterminer la matrice 𝐽 telle que 𝐴 = 5𝐼2 + 𝐽. 
    b. Calculer 𝐴2 et 𝐽2. 
    c. Démontrer que, pour tout entier naturel 𝑛, on a :  𝐴𝑛 = 𝑛5𝑛−1𝐽 + 5𝑛𝐼2. 
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3. a. Exprimer 𝑢𝑛 et 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛.  
    b. Déterminer lim

𝑛→+∞
𝑊𝑛. 

 
Exercice 9 
Soit a un réel donné non nul distinct de −1 et 1. 
Nous considérons deux suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) définies sur ℕ par leurs premiers termes 𝑢0, 𝑣0 et qui 
satisfont, quel que soit l’entier naturel n, aux relations de récurrence, 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 𝑎𝑣𝑛 et 𝑣𝑛+1 = 𝑎𝑢𝑛 + 𝑣𝑛. 
Pour tout entier naturel n, nous posons : 

𝑠𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 et 𝑑𝑛 = 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛. 
1. Démontrer que les deux suites (𝑠𝑛) et (𝑑𝑛) sont géométriques. 

En déduire les expressions de 𝑢𝑛 et 𝑣𝑛 en fonction de 𝑢0, 𝑣0, 𝑛 et a. 

2. Soit la matrice 𝐴 = (
1 𝑎
𝑎 1

). Comment déterminer la matrice 𝐴𝑛 ? 

 
Exercice 10 

Soit 𝐴 = (
0.2 0.1
0 0.1

) , 𝐵 = (
0.4
0.4

) et 𝑈0 = (
1
0

) et on considère la suite de matrices (𝑈𝑛) telles que 

pour tout entier naturel n :  
𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛 + 𝐵. 

1. Déterminer la matrice colonne U telle que 𝑈 = 𝐴𝑈 + 𝐵. 
2. On pose 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 − 𝑈. 

Montrer que pour tout entier naturel n : 𝑉𝑛+1 = 𝐴𝑉𝑛. Déterminer l’expression de 𝑉𝑛 puis de 𝑈𝑛 
en fonction de 𝑛. 

3. Etudier la convergence de la suite (𝑈𝑛). 
 
Exercice 11 
Le colza a des aptitudes particulières à disperser ses gènes. Deux espèces A et B de colza sont 
plantées dans un même champ. 
Une étude montre que si 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛 sont les proportions respectives des espèces A et B dans ce champ 
l’année 𝑛 où 𝑛 désigne un nombre entier naturel, 

{
𝑎𝑛+1 = 0,7𝑎𝑛 − 0,2𝑏𝑛 + 0,07
𝑏𝑛+1 = −0,4𝑎𝑛 + 0,7𝑏𝑛 + 0,1

. 

On note 𝑈𝑛 la matrice colonne (
𝑎𝑛

𝑏𝑛
). 

 
Partie A : détermination de la matrice U 
 
1. Déterminer les matrices A et B telles que pour tout entier naturel 𝑛, 𝑈𝑛+1 = 𝐴𝑈𝑛 + 𝐵. 
2. Déterminer la matrice U telle que 𝑈 = 𝐴𝑈 + 𝐵. 
 
Partie B : Etude de la convergence de la suite (𝑼𝒏) 
 
1. On pose 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 − 𝑈. 

Montrer que pour tout entier naturel n : 𝑉𝑛+1 = 𝐴𝑉𝑛. Déterminer l’expression de 𝑉𝑛 puis de 𝑈𝑛 
en fonction de 𝑛. 

2. En 2015, il y avait une population égale à 0,2 pour l’espèce A et 0,3 pour l’espèce B. 
Quelle sera la proportion de l’espèce en 2030 ? Arrondir au centième. 
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Exercice 12 D’après BAC 

  

 

On admet par la suite que 𝑴𝒏 = (
𝟎, 𝟓𝒏 𝟑 × 𝟎, 𝟓𝒏 − 𝟑 × 𝟎, 𝟐𝟓𝒏

𝟎 𝟎, 𝟐𝟓𝒏 ). 

3. Déterminer l’expression de 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛 ; plus précisément, montrer que, pour tout entier 

naturel non nul 𝑛, 𝑈𝑛 = (
−18 × 0,5𝑛 + 9 × 0,25𝑛 + 10

−3 × 0,25𝑛 + 4
) en utilisant la méthode générale du cours. 

4. a. Monter que la suite (𝑏𝑛) est croissante et majorée. Déterminer sa limite. 
    b. Déterminer la limite de la suite (𝑎𝑛). 
    c. On admet que la suite (𝑎𝑛) est croissante. En déduire la contenance des deux bassins A et B qui 
est à prévoir poura la faisabilité du projet, c’est-à-dire pour éviter tout débordement. 
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