Lycée militaire de Saint-Cyr Corrigé du DS n°3 de mathématiques Term - ME

Exercice 1
Soit les matrices A = (1 _31), B = ( 4 0 ),C - (_2 6 )etX _ (Ccl b)

2 -7 10 1 -3 d
ot (a,b,c,d) € R*.
1. Déterminer la matrice X telle que AX = B.

a—c=4% a=c+4

B b—d=0 b=d
AX=B =950 43c=-7)50=-15
2b+3d =10 5b =10

I
~—~

5 o)l

On obtient donc « encascade », b =d = 2,c = —3,a = 1. Soit | X

2. Déterminer la matrice X telle que CX = 0,.

—2a+6c=0
_ —2b+6d=0 a—3c=0 a=3c
X =000 7 a0 — 3
b—3d=0
. _ 3c 3d N 2
SmtX—(C d)ou(c,d)EIR%.

Exercice 2 Deux raisonnements par récurrence...

1. Soit les matrices N = ((1) 8) et A= (Z 2) ou (a;b) € R2.

En convenant de noter : A = al, + bN, démontrer que pour toutn € N,
A™ = a™l, + na" 1bN.
Soit P(n) = {A™ = a"I, + na™ 'bN},n € N.
P(0) est vraie car: A° = I, et a®I, + 0 = I,. Supposons que pour n € N, P(n) est vraie. On a :
A = A A" = A(a"1, + na™ 1bN) = a"A + na™ *bAN = a™(al, + bN) + na™ 1b(al, +
bN)N = a™*'I, + a"bN + na™bN + na™ 1h? Iﬁ =a" "1, + (n + 1)a™bN.
02
SoitP(n) = P(n+1).
On conclutqueVn € N,A™ = a"I, + na™ 1bN.

0 1 -1
2. SoitlamatriceB=|-1 2 -1
1 -1 2

a) Démontrer que B? = 3B — 2I5.

-2 3 -3 0 3 -3 2 00
D’une part, B? =<—3 4 —3) et d’autre part 3B—213=<—3 6 —3)—(0 2 0>=

3 -3 4 3 -3 6
-2 3 =3
—3 4 =3 |. Légalité s’ensuit.

3 -3 4

b) Démontrer que pourtoutn € N,B™ = (2" — 1)B — (2" — 2)I5.
Soit P(n) = {B™ = (2" — 1)B — (2" — 2)I;},n € N.
P(0) est vraie car: B = I3 et (2° — 1)B — (2° — 2)I5 = I5. Supposons que pour n € N, P(n) est
vraie.Ona:B"*1 =B.B" = B((2" - 1)B— (2" —2)I3) = (2" - 1)B* - (2" - 2)B =
(2" —=1)(3B — 2I3) — (2" —2)B = 3.2"B — 2", —3B 4+ 2], — 2"B + 2B = 2""'B — B —
@l —2)I; = (2" - 1)B — (2™ - 2)1,.
Soit P(n) = P(n+ 1).
OnconclutquevVn € N,B" = (2" —1)B — (2" — 2)15.

https://maths-stcyr.jimdo.com/ DS 3 — Matrices



https://maths-stcyr.jimdo.com/

Exercice 3

0 2 4
1

Soit la matrice A = 2 0 2
1 1
11y
4 2

1. Calculer A2 — A — 2I5.
A% — A —2I; = 0;.

2. Endéduire que la matrice A est inversible puis exprimer A~ en fonction de A.

D’aprés ce qui précéde, A2 — A — 2I; = 05 soit :

A2 —A=2; & A%(A — I3) = I3. Donc A est inversible puisque 'ona AB = I; ou B = é(A —13)

- 1
Soit|A 1=5(A—I3).

Exercice 4

1 1 1
Soit lamatriceA={1 0 0.

1 0 O
1. Déterminer a et b tels que A®> = aA + bA?.

31 1 5 3 3
A2=[1 1 1),43=(3 1 1
1 1 1 3 1 1

On en déduit que :

A3 =24+ A%|

2. En raisonnant par I'absurde, démontrer que la matrice A n’est pas inversible.

Supposons par |'absurde que la matrice A est inversible, alorson a :
A3 =24+ A2 AT1A3 = A71(2A + 4%) & A%2 =215 + A.

31 1
Or,2I;+A= (1 2 0) qui est une matrice différente de A%. Absurde.
1 0 2

On conclut que A est n’est pas inversible.
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