Corrigé du livret de révisions
| Suites
Exercice 1

1. Accroissement de la population pendantla premiére année : Py —Py = 60000—
40000 =20000.

Accroissement de la population pendantla deuxieme année : P —P; = = (P — Py) =

-

1
5 % 20000 =10000. Donc P, = P; +10000 = 70000.

1
Accroissement de la population pendant la troisiéeme année: P3—P» = 3 (Py=Py) =

1
> x 10000 = 5000. Donc P3 = P> + 5000 = 75000.

1
Up=Put1-Pn et Vn:Pn+l_§Pn-

a. Quel que soit le naturel », la relation (R) s'écrit
1 1
Ups1= EU” qui montre que la suite (U,) est géométrique de raison 3 de

premier terme Uy = P; — Py = 20000

1 n
On sait qu’alors : quel que soit n, U, =20000 x (E) .

1 1 1 1
b. Vn+l_Vn:Pn+2_zpn+1_Pn+l+§Pn:Pn+2_Pn+1_§Pn+l+§Pn:

1 1 1 1 1 1 1
5 (Pp+1—Pp)— Epml +§Pn = Epmlipml - EP"-'_EP” =0.

La suite (V) est donc constante. En particulier :

1
Va=Vo =Py~ Po.

1 1
Onadonc V,=Vy=P; - EPO =60000— > x 40000 =40000.

U, = Ppy1— Py
c. De 1 = (par différence membre & membre
Vi = Ppo1—-Pn
2
1
VH_UH:EPHQPH:Z(VI’I—UR)'

En utilisant les résultats trouvées pour U, et V,,, on obtient :
n

1\"* 1
Pn:Z(Vn—Un):Z(AIOOOO—ZOOOOx(5) ):80000—40000x(§) .

1 1\"
d. Comme 0 < 5 <1, onsaitque lim (—] =0,donc lim P, =80000.

n—-+co n—+o0o
La population va au bout d'un certain nombre d’années converger vers
80000 (au bout de 12 ans : 79 990).

Exercice 2
Partie A : étude théorique

1. D’une année a la suivante le nombre d’habitants est multiplié par 1,05 puis
augmenté de 4 000.

Donc vy = up x 1,05+ 4000 = 100000 x 1,05+ 4000 = 109000.
tp = 1y x 1,05+ 4000 = 109000 x 1,05+4000 = 118450.
2. On a déja vu que pour tout naturel n, u,4+1 =1,05u, +4000.
3. a. vp=uy+80000=100000+ 80000 =180000.

b. On a pour tout naturel n, v,+1 = up+1 +80000 = 1,051, +4000+80000 =

1,051, +84000 = 1,05 (14, + 280 ) = 1,051, + 80000) = 1,050,




Légalité vraie pour tout naturel n, v,+1 = 1,05v, montre que la suite
(Vn) nery €St une suite géométrique de premier terme vy = 180000 et de
raison 1,05.

c. On sait que pour tout naturel n, v, = vgx r'> =180000 x 1,05".
Or v, = u,+80000 < u, = v, —80000, soit :
quel que soit le naturel n, 1, = 180000 x 1,05” —80000.
d. On sait que nlier 1,05" = +00, donc nliTm iy, = +00, ce qui semble irréa-

liste.

Partie B

1. 2020 correspond au rang n = 15, d’ot1 ©,, = 180000 x 1,051% —80000 =~ 294 207.

2. Il faut résoudre I'inéquation dans N, :
180000 x 1,05 —80000 > 200000 < 180000x 1,05" > 280000 < 1,05" >

% <~ 1,05" > % < nlnl,05 > ln% (par croissance de la fonction loga-
In %
rithme népérien) <— n> mI.05"
Inid
L
Or 1oz ~ 9,05,

Il faut attendre la 10¢ année soit en 2015.

Exercice 3

2,5
1. O te Cp = 3000 d Ci=|14+4—|xCy=1,025x 3000 d C;=3075|
nnote Gy one Gy = (1422}, %3000 donc[[C; =3075]
2,5
De méme C; = (1 + ﬁ) x C; =1,025 %3075 donc|C, =3151,88 |

2,5
2. Cpyp = (1 + 100) x Cp donc| Cps1=1,025xC,, |

(C,,) est donc une suite géométrique de raison 1,025 et de premier terme Cy = 3000.

Pour tout entier naturel n donc C,, = 1,025" x Cy soit| 3000 x 1,025" |.
2

Valeur de n 0 1 3 4
3. (a) | Valeurde U 3000 3075 3152 3231 3311
Condition U< § vrai vrai vrai vrai faux

(b) Le nombre affiché est donc 2000 + n = 2004 donc I'affichage obtenu est| 2004 |.
(c) Le nombre obtenu est 'année ot le capital obtenu dépassera la somme S.

. Au 1° janvier 2013, le capital est C3 = 1,025 x 3000 donc C;3 = 4135,53 qui est donc plus petit que
5000.

On note que Co3 ~ 29815,41 et Cys = 30560,79 donc le 1¢ janvier 2094 son capital de 3000 a été
multiplié par 10.



Il Fonctions
Exercice 3

1. Lafonction est sur l'intervalle [0; 6], positive, donc I'aire de la surface hachu-
rée est égale a l'intégrale :

6 3 2
f -x“=3x+6
o \4

1 3
Une primitive de la la fonction est x — F(x) = Exs — = x%2 +6x, donc l'aire

dx.

est égale a:

1 3 61 3
S= Zx3 ——x*+6x| = 2 ><63—E x 6% +6 x 6 = 54 —54 4 36 = 36 unités d’aire.
0
2. Ona M(x; f(x), H(x; 0), K(0; f(x)), donc l'aire du rectangle OHMK est
égalea:

3 3
R(x)=xx f(x) :x(zx2—3x+6] = Zx3—3x2+6x:0,75x3—3x2+6x.

3. a. Ilfaut résoudre I'équation S(x) = R(x), soit:
36 =0,75x> —3x% +6x < 0,75x> —3x* +6x—36 =0.
Il faut donc résoudre dans [0; 6], 'équation g(x) =0, avec
g(x) =0,75x® —3x% + 6x — 36.
b. La fonction polyndéme g est dérivable sur [0; 6] et sur cet intervalle;
g'(x)=3x0,75x> —6x+6 =2,25x*> —6x +6.
Pour ce trinéme : A = (—6)? —4x 2,25 x6 =36 -54 =-18 < 0.
Ce trindme n’a pas de racines et par conséquent on a pour tout x,
g'(x) > 0:lafonction g est donc croissante de g(0) = —36 a
£(6)=0,75x6% =3 x 62 +6 x 6—36 = 162 — 108 = 54.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe donc un réel unique
a € [0; 6] tel que g(a) = 0. La calculatrice donne : f(4,5) = —1,40625 et
f(4,6) =1,122, donc 4,5 < a < 4,6, puis :
f(4,55) = —0,16 et f(4,56) ~ 0,093, donc 4,55 < a < 4,56.
Onaa=~4,56.

Exercice 4

Partie A
1. Le point D est sur la courbe Cy donc| f(2) = 0|. La tangente a la courbe Cy au point A (0; 2) est parallele a I'axe

des abscisses donc| f/(0) =0

2. f'(x)=~-1xe™+(b-x) x ae™ donc| f'(x) = (-1 + ab - ax)e™|

3. D'une part f(2) =0 donc (b—2)e** =0, or e* >0 donc h—2=0.
D’autre part f'(0) = 0 donc (-1 + ab)e” =0 donc ab—1=0.

Finalement =5 = i
ab-1 = 0
il
4. b—2:0d0nneb:2etdonc20—]:Odonca:E:O,Sdonc a=0,5eth=2|

Partie B

2
1. Sur [0; 2], f(x) = 0donc f f(x) dx est la valeur de I'aire qui est entre la courbe Cy, I'axe des abscisses et les
0

droites d’équation x = 0 et x = 2, exprimée en unité d’aire.

2
Cette aire est supérieure a 2 unités d’aire et inférieure a 4 unités d’aire donc|2 < f fx)dx<4|
o

a. Fl(x) =-2x e(),ﬁ.\' +(=2x +8) x 0,50"'5x - _20(),5,\: _ xe(),ﬁ.\’ +4e(),5.\' - _xel),Sx R Ze()j.\' =2-x) e().ﬁx donc

[Po=eo]

F est donc bien une primitive de la fonction f sur R.

2 2
b. f f(x)dx = [F(x)]5 = F(2) - F(0) =4e' —8e’ =4e—8 donc f f(x)dx=4e-8~2,87|
0 0

2. Notons que G'(x) = f(x) et f(x) > 0 sur [0; 2] donc la fonction G est croissante sur [0 ; 2] donc la courbe de la
fonction G est la courbe Cs.



Exercice 5

1. On sait que pour tout réel x, e

-05x - 0, donc le signe de f'(x) est celui de

—0,56x-3.

e 0,5x—3>0 << —-3>0,5x < —6> x; la fonction étant définie sur
[0; +oof la fonction n'est pas croissante;

e —0,5x—3<0 < —-3<0,5x < —6 < x:lafonction est donc décroissante

sur [0; +oo[de f(0)=8a0= lim f(x),car lim e
X—+00 X—+00

0.

-0,5x —0,5x _

=0et lim xe
X—+o0

2. Sur [0; +oo|, F est dérivable et sur cet intervalle :
F'(x) = —2e705% 4 (—2x—20) x (—0,5)e 0¥ = e705%(—2x 4+ 10) = e 5% =
(x+8)e_0’5x = f(x) : F est une primitive de f sur [0; +ool.

4
3. 1= fz fx)dx =[F(x)]3=F(4)-F(2) =

(—2x4-20)e~05 [ (-2 x2-20)e~0°*?] = —28e72 +24e 7! = 247! - 28e7! =
5,039 = 5,04 au centiéme prés.

irtie B : Applications économiques

1. Calculer le nombre d’objets demandés, a I'unité prés, lorsque le prix unitaire
est fixé a 200 euros. Le nombre est égal a f(2) = (2+8)e_n'5>‘2 =10e" ! = 3,6788
soit 3 6790objets demandés.

2. On avu dans la partie A que la fonction f pour primitive la fonction F.

La demande moyenne a 10 objets prés, lorsque le prix unitaire est compris
entre 200 et 400 euros est donc égale a :

3.

1t 11
ﬁf fdx=21=2 [24e! —28e7!] = 12¢7! — 14e™! = 2520 objets.
—<&J2

a.

b.

0 (£05x-3)e % -x(0,5x+3) -0,5x*—3x
f(x) (x+8)e-05% x+8 x+8
Comme x > 0 et f(x) > 0, le signe de E(x) est celui de f'(x); or on a vu
dans la partie A que f’(x) < 0 sur [0; +oo[, donc E(x) < 0 : cela signifie
que la demande diminue lorsque le prix augmente.
Il faut résoudre I'équation :

—0,5x% —3x

E(x)=-3,5 < s =-3,5 & —0,5x2—3x=-3,5(x+8) <

0,5x%+3x—3,56x—28=0 < 0,5x2—0,5x—28=0 < x2—x—56=0.

Pour cette équation du second degré : A=1+4x56 =225 = 152 > 0.

1+15 1-15
=8etx =

Iy a deux solutions : x; = = —7, donc une seule
solution positive.

L'élasticité est égale a —3,5 pour un prix unitaire de 800 €.

De 800 a 808 'augmentation est de 1 % donc correspond a I'élasticité pour
x =8, donc d’apres la question précédente la variation de la demande est
égale & —3,5%.



11l Probabilités

3

Exercice 1

005 €

. a. p(FNC)=p(F)x pp(C) =0,6x0,95=0,57.
b. On sait que p(C) = 0,65, mais d’apreés la loi des probabilités totales :
pC)=p(CnH)+p(CnF) < 0,65=p(CNnH)+0,57 < p(CnH)=
0,65-0,57 =0,08.
p(HNC) 0,08

1

c. Il faut trouver py(C) = ———=—+===0,2.

p(H) 04 5
d. Voir I'arbre.
. Onap(C)=1-0,65=0,35.

b - P(C”H] 04x08 032 32
onc =— - ' - =" i

pc = 035 035 35

P

4. La variable aléatoire égale au nombre de personnes non inscrites aux cours

collectifs suit une loi binomiale de parameétres n = 3 et de probabilité p =
p [E] =0,35.

La probabilité que toutes les fiches soient celles de membres inscrits aux
cours collectifs est égale a: (1-0, 35)3.

Donc la probabilité qu'une personne au moins soit celle d'un membre non
inscrit aux cours collectifs est égale a 1-0,65% =0,725375 ~ 0,73 au centieme
pres.

Exercice 2

1. a. [p(B0O<X<35)~0,133]

2. a.

b. p(X >55)=0,5-p (40,5 < X <55) donc| p(X >55) =0,113 |

n=1000 < 30, p =0,75 et l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil 95 % de la fréquence est donné
par
Vpx(1-p) Vpx(1-p)
Ip=|p-1,96x Y"1 41,060 VEZZP2
vn vn

Remarque: n >30, nx p=1000x0,75=750>5et nx (1 - p) =250 > 5.

b. On suppose que p =0,75 et on note fyps la fréquence observée sur un échantillon de taille n = 1000.
Si fobs appartient a I alors on accepte 'hypothese p =0,75;
Si fobs Wappartient pas a Ir alors on rejette I'hypothése p = 0,75 avec un risque de 5 % de se tromper.

600
c. fobs= oy 0,6 donc f,ps N'appartient pas a I (défini ci-dessus). On peut penser que le slogan publici-

taire est faux avec un risque de 5 % de se tromper.

Exercice 3

1.

a. On a observé que 78 copies ont obtenu une note supérieure ou égale a
10, donc la proportion de copies de I'échantillon ayant obtenu une note

7
supérieure ou égale a 10 est: f = 10 0,4875.

b. Un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 % de la propor-
tion des copies qui obtiendront une note supérieure ou égale a 10 dans

f 1 Fe 1
n’ vn

taille de I'échantillon et f la fréquence observée dans cet échantillon.

I'ensemble des copies est donné par I, = ol 1 est la

1 1
I,=(04875- ——; 04875+ ——

V160 Vv 160

1 1
c. Lamplitude de l'intervalle I, est f + — — (f -——
n

2
NG f)=ﬁ'

~ [0,4084; 0,5666]



Pour que cette amplitude soit inférieure 4 0,04 il faut déterminer » tel que

2
—~ <0,04.
NG

On résout cette inéquation :

2 2
— <004 2<0,04x/ne <yneos0<yne2500<n
Vi 0,04

11 faut donc que I'échantillon ait une taille supérieure a 2500 pour que
I'intervalle de confiance au seuil 95 % ait une amplitude inférieure a 0,04.
2. a. On sait que si une variable aléatoire X suit une loi normale de moyenne
p et d’écart-type o, alors P(X € [u—20; p+20]) = 0,95.
Ici 4 =10,5 et ¢ = 2, donc 'intervalle [10,5—4; 10,5+4] = [6,5; 14,5] de-
vrait contenir a peu preés 95 % des notes des candidats.
b. La calculatrice donne directement P (X > 12) =~ 0,2266.

En utilisant le tableau fourni en annexe :
PX>12)=1-P(X<12)~1-0,7734 ~0,2266.

IV Un peu de tout

Exercice 1

1. Il faut résoudre I'inéquation : 0,98"” < 0,5 < nIn0,98 <In0,5 < n =
In0,5 In0,5

.Or
Ino0,98 In0,98

2. Soit t ce pourcentage; le prix est multiplié par 1+ ¢ puis par 1 — ¢ soit finale-
ment par 1 — £2 : il a donc baissé.

~ 34,3 : il faut attendre 35 ans.

3. Soit £ ce taux d’accroissement moyen sur les 40 ans; on a donc :
(1+00=2 e 1+1=25 < =21 —1~0,01748 soit environ 1,75 %.

i
edx
4. (ex)Z x eSx—l - e2x % eSx—l - e2x+3x—1 — eSx—l — e5x X 671 — .

e
5. Réponse D carlne™? = —2.

6. Six+3>0,s0itx>-3, In(x+3)<Inb6 < x+3<6 < x<3.

Les nombres solutions sont les réels de 'intervalle | — 3 ; 3[.

. N £ R S S <
7. Lintégraleestégalea | —| =——-—=—=— =21.
1

3 3 3 3

31
—dx=
3-1.7 x

8. Lavaleur moyenne de la fonction surI'intervalle [1 ; 3] est égale:

%[Inx]:{' = %(lnS—lnl) = 11173 :1113]? =Inv3.



Exercice 2

1. a. 1y a 10% de jetons bleus, donc 30 % de jetons blancs et il reste 60 % de
jetons rouges.
Si le jeton tiré est rouge le gain est de 2 euros, s’il est blanc le gain est de 4
euros et s'il est bleu la perte est 8 euros. On a donc le tableau de la loi de
probabilité suivant :

rouge blanc bleu
probabilité 0,6 0,3 0,1
gain 2 4 -8

b. Le gain moyen est égal a I'espérance mathématique de la variable aléa-
toire « gain », soit :
E=0,6x2+0,3x4+0,1x(-8)=1,2+1,2-0,8=1,6.
En moyenne on gagnera 1,60 € par partie jouée.

2. a. Letableau de laloi de probabilité est alors :
rouge blanc bleu
probabilité 0,6 0,3 0,1
gain g0 gé _gg

Le gain moyen est donc:

0,6g0 + O,Sgg -0, lgg : c'est la ou les valeurs maximales de la fonction f
définie par:

Flx) =—0,1x° +0,3x% +0,6x.

b. f'(x)=-0,3x>+0,6x+0,6.
c. f1(x)=0,3(-x*>+2x+0,2).
Le signe de f’(x) est celui du trindme : —x% + 2x + 2.

A=4+8=12=(2v3).

—2+2v3
Ce trinéme s’annule donc en x; = —2\/_ =1-vV3etx=1+V3.
le trindme est négatif sauf sur |1 - v3; 1+ V3]
Les extremums sont obtenus pour les valeurs de la variable qui annulent
la dérivée, soit :
F(1-v3) ==0,1(1-v3)*+0,3(1-v3)*+0,6(1 - v3) = —0,24 (minimum)
et
F(1+v3) = —0,1(1+v3)*+0,3(1+ v3)*+0,6(1 + v3) = 1,839 (maximum)
soit environ 1,84 €.

d. Pour x = 1+ /3 = 2,73 valeur du gain de base, le gain moyen espéré pour
chaque partie sur un grand nombre de parties est environ 1,84 euro.

Exercice 3

1. Réponse a.: —1+231

Il faut reconnaitre la somme des 31 premiers termes d'une suite géométrique de premier terme 1
et de raison 20.

2. Réponse b. : trois solutions distinctes
3
X 1
3 +x243x=0 = —gx (xz —3x% - 9) = 0; x =0 est une solution et le discriminant du trinéme
x% —3x% — 9 est strictement positif ce qui donne deux solutions distinctes et différentes de 0.
3. Réponsec.: F(x) = xlnx—x.
Il suffit de dériver cette fonction F.

4, Réponseb.:n>9

1 n
(5) < 0,003 < In(0,5") <In0,003 < nln0,5<In0,003 < n >

In0,003
In0,5

et

In0,003
In0,5

~ 8,38



Exercice 4

1.

A la fin des deux ans, je possede : 750 x 1,038% +750 x 1,038 = 1690,38 €.

2. In(e?+e)=In(ele+1]) =In[e] +In[e+ 1] = 1 +In[e +1]

3. In(x? +3x) existe si > +3x >0 <> x(x+3) >0 < x€]—00; —3[U]0; +ool;

In x existe si x > 0 et In(x + 3) existe si x > —3,donc I'égalité est vraie unique-
ment si x > 0.

Ilya 12 valeurs; la médiane est la moyenne des sixieme et septieme valeurs :

15+15,2
M= — =15,1.

Une primitive de x — e?

1
f e?*dx =
0

1
* est x — Eezx, donc:

1 2
1 1. 1 1 e-1
— _e2xl_(_82x0) . _eZ_ .

1
ol _
o 2 2

2

2 2 2

. Le coefficient de la tangente au point d’abscisse 1 est égal au nombre dérivé

de la fonction en 1, donc f'(1) = 1.
2 1

OnaF'(x) = = A
2x+10 x+5




